Конечность вариации положительной гармонической функции вдоль нормалей к границе области by Мозоляко, П. А.
П. А . МОЗОЛЯ КО 233 
Теорема. Пусть дан конденсатор С= {Ео, Ei}, где Ео = 
= {(r, Ф) / r ~ R}, Е1 = {(r, Ф) / r ~ 1} и nоследовательность 
конденсаторов Ck = {Ео, Ei}, где Е~ = {(r, Ф) / r ~ "lk (Ф) } , 
Ef = {(т,<,О)/ r ~ 1}. Пусть также "fk(Ф) = R-ak(Ф) , где 
ak ( Ф) равномерно на П = \О , 27Г) х (О, 7r) n-2 стремите.я к нулю 
npu k ~ оо , nрu-чем 
n-1 д 2 
'""' 1 ( 'Yk) Lt 32 2 ~ = о ( ak) 
j=l j"tk <fJз 
равномерно на П. Тогда 
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КОНЕЧНОСТЬ ВАРИАЦИИ 
ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ ГАРМОНИЧЕСКОЙ 
ФУНКЦИИ ВДОЛЬ НОРМАЛЕЙ 
К ГРАНИЦЕ ОБЛАСТИ 
В докладе изложены результаты совместной работы 
с В. П. Хавиным . 
Пусть О - область в d-мерном пространстве Rd, d ~ 2, 
S - ее граница, которая считается достаточно гладкой. Для 
р Е S через N (р) обозначим орт внутренней нормали к S 
в точке р. Отрезок {ta + (1 - t)b, О < t ~ 1} обозначим че­
рез (а, Ь). 
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Пусть и - вещественная функция, заданная в О, р Е S. 
Величину 
(Nvar u)(p) := var ( ul(p,p+O(p)N(p)J), 
где О(р) - достаточно мэ.лое положительное число, назовем 
нормальной вариацией функции и в точке р. Положим 
V(u) := {р Е S: (Nvar u)(p) < +оо}. 
Множество Е С 81, где 81 С 8, будем называть сверхплотным 
в 81, если любой точки р Е 81 и для любого r >О 
где Bd(p, r) - открытый шар в JRd с центром р радиуса r; dim 
обозначает хаусдорфову размерность. 
В 1993 году, отвечая на один вопрос У. Рудина, Ж. Бургейн 
показал в [Bl], что любая функция, ограниченная и аналити­
ческая в единичном круге, отображает некоторые (и весьма 
многочисленные) радиусы этого круга на спрямляемые кри­
вые. Тhм же было показано, что вариация любой вещественной 
ограниченной в круге гармонической функции вдоль многих 
радиусов конечна. Результат Бургейна доказывает тем самым 
следующее утверждение. 
Теорема 1. Если фун.кцил и гармонична u огранu-чена 
в единичном круге][)) С IR2 , то множество V(u) сверхплотно 
в 1Г = {х Е R2 : lxl = 1}. 
В том же году Бургейн [В2) обобщил этот результат на поло­
жительные гармонические функции, заданные на верхней по­
луплоскости (в том числе на функции, представимые в виде 
сверток с аппроксимативными единицами, отличными от ядра 
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Пуассона), а в работе (ON) О'Нил в 2001 году перенес теорему 
Бургейна на полупространства в JRd. Оказывается, теорему 1 
можно обобщить на положительные гармонические функции, 
заданные на произвольных областях (с достаточно гладкой 
границей) пространства JRd. 
Теорема 2. Если функция и гармонична и положительна 
в области о с JRd, d ~ 2 с С2 -глдакой границей, то множе­
ство V(u) сверхплотно в S = дО. 
Как известно (ПК, HW], положительная в О гармоническая 
функция имеет конечный предел вдоль почти всех (по (d-1)-
мерной мере Хаусдорфа) нормалей N(p) при стремлении кр Е 
Е S . Теорема 2 утверждает, что для многих нормалей N (р) 
это стремление проявляется в усиленной форме - величина 
(Nvar и)(р) оказывается конечной. 
Точка р Е S лежит в множестве V(u), если конечна вели-
чина 
4в(р) 
(Mvar и)(р) = 1 W(p, у) dy, 
где W(p, у), у> О, р Е S есть значение в точке p+2yN(p) гар­
монической функции, значения которой на поверхности Su = 
= {р + yN(p)} равны IVu\. 
Утверждение теоремы 2 обеспечивается существованием 
(для каждого положительного е) вероятностной меры vE, за­
данной на S и обладающей следующими свойствами: в каждом 
шаре В(р, r) радиуса r с центром в р Е S мера v" сосредо­
точена на множестве размерностu d - 1; 
{ (Mvar u)(p) dvE(p) ~ С, ls е 
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где константа С = С(О) зависит толъко от области О. 
Построение подобной меры составляет основную часть дока­
зательства теоремы 2. 
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